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1. INTRODUCTION

De nombreux appareils de mesure de conductivité thermique
des matériaux solides en régime permanent sont basés sur un
principle simple [1], mais de mise en oeuvre délicate. Parmi
les techniques existantes [2], le conductivimétre a barre divi-
sée est un conductivimeétre comparatif qui, exploité suivant
diverses procédures, permet d’obtenir des mesures de préci-
sions variables.

La procédure d’utilisation directe d’un appareil a barre
divisée, basée sur la simple application de la loi de Fourier,
peut conduire a des erreurs dues aux résistances thermiques
de contact au niveau des faces de I'échantillon [3] ou au
caractére hétérogeéne de I’échantillon. Sur ce dernier point,
la conductivité thermique apparente mesurée dépend alors
de I'épaisseur de 1’échantillon et différe de la conductivité
thermique homogénéisée [4].

Pour s’affranchir de la connaissance des résistances de
contact, Beck [5] a proposé une procédure d’utilisation spéci-
fique de l’'appareil 4 barre divisée, souvent employée dans le
domaine des Sciences de la Terre [6], mais qui ne tient pas
compte de I’hétérogeneité de certains matériaux pour lesquels
apparaissent des difficultés portant sur le principe méme
d’interprétation.

Dans cet article, qui constitue une synthése d’un rapport
interne [7] qu’il est possible de se procurer aupres des auteurs,
on montre que le caractére hétérogéne du matériau peut
induire une erreur liée a la procédure d’utilisation du conduc-
tivimétre a barre divisée. Aprés un rappel bref de la procédure
proposée par Beck, nous présentons une simulation numeéri-
que du transfert conductif a travers un échantillon hétéro-
géne de granite d’épaisseur définie et placé dans un conducti-
vimétre a barre divisée. Les résultats de cette simulation sont
exploités suitvant la procédure directe et suivant la procédure
de Beck. La premiére fait apparaitre pour des échantillons
hétérogénes grenus une erreur systématique liée au non
respect des conditions de températures uniformes sur les
faces de I’échantillon, alors que la seconde donne une mesure
proche de la conductivité thermique homogénéisée. Enfin,

des résultats expérimentaux viennent confirmer I'erreur pré-
dite par les calculs numériques, et une analyse plus approfon-
die de la procédure de Beck est proposée.

2. METHODE DE LA BARRE DIVISEE

2.1. Procédure directe

Le principe est simple: si une densité de flux de chaleur, ¢,
traverse ’échantillon a étudier, la conductivité thermique A
est déduite du gradient thermique df/dx engendré par ce
flux, soit

4= —0/(df/dx). (M

Dans un appareil a barre divisée, I’échantillon est inséré dans
une pile expérimentale entre deux blocs conducteurs (Fig.
la). Un flux de chaleur ¢ est apporté sur une des extrémités
de la pile expérimentale, tandis qu’un flux de chaleur est
prélevé sur I'autre extrémité. Si les faces latérales de la pile
sont parfaitement isolées (condition difficile a respecter mais
nous n’aborderons pas ce probléme ici) les flux apporté et
prélevé sont strictement égaux, et correspondent a la densité
de flux qui traverse I’échantillon: ¢ = ¢/S, S représentant la
section de la pile expérimentale.

Aux interfaces entre 1’échantillon et les blocs conduc-
teurs, il existe une résistance thermique de contact qui se
traduit, a ’échelle macroscopique, par une discontinuité du
champ thermique (Fig. 1b). L’extrapolation du champ ther-
mique dans le blocs conducteurs permet donc d’accéder a la
température sur les faces des blocs, mais pas sur les faces de
’échantillon, d’ou une incertitude sur la valeur du gradient
thermique (df/dx) dans I’échantillon. Pour s’affranchir de
I'influence des résistances de contact, Beck a proposé une
procédure d’utilisation de 'appareil & barre divisée.

2.2. Procédure de Beck
La procédure proposée par Beck [5] consiste a effectuer
plusieurs mesures sur des échantillons d’¢paisseurs différen-
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NOMENCLATURE

a dimension de grain [m] Greek symbols

A.B  constantes A différence (6,-0,) ou (64-8,) [K]

e épaisseur de 'échantillon [m] @ densité de flux de chaleur [W m 7]

ey épaisseur des blocs conducteurs /. conductivité de I'échantillon [Wm 'K ]
[m] Iy conductivité des blocs conducteurs

g flux de chaleur [W}] Wm 'K ']

¥ résistance thermique de contact N conductivité des minéraux du granite
kW1 (Wm™ 'K ']

S section de I'échantillon {m’] t température [K]

X coordonnée d’espace [m]. 6, température au point 7 (i = 1, 2, 3. 4) [K].

tes et de conductivité strictement identique. Les températures
(0,. 6, 0, 8,) (Fig. 1a). mesurées en deux points pour chacun
des deux blocs conducteurs de conductivité thermique
connue 4. permettent de déduire le flux de chaleur traversant
la pile et par conséquent la conductivité thermique des échan-
tillons sans connaitre la valeur des résistances de contact a
condition qu’elles soient identiques pour toutes les mesures.

Soit A la différence de température entre les points 2 et 3.
et grad § le gradient de température dans les blocs conduc-
teurs évalué a partir des températures mesurées (€. 6,), ou
(6, 8,), (Fig. 1a), la conservation du flux dans la pile expéri-
mentale se traduit par une évolution linéaire de Af/gradé en
fonction de I"épaisseur ¢ de 'échantillon

(Afjgrad 0) = e[Ag/i]+ ey +rSiy. (2)

A partir des mesures, on peut déterminer la pente de la droite
(#p/4) par une méthode aux moindres carrés et déduire la
conductivité thermique du matériau des échantilions A.
Physiquement, le rapport (Af/grad 6) est la longueur d’une
barre constituée du matériau des blocs conducteurs et thermi-
quement équivalente a I'ensemble ‘blocs conducteurs entre

(@

les points 2 et 3-échantillon-résistances de contact’. L'ordon-
née 4 l'origine représente. elle. la longueur de la barre de
conductivité thermique /g thermiquement équivalente a I'en-
semble ‘blocs conducteurs entre les points 2 et 3-—résistances
de contact’, soit (eg+rSig).

Si les hypothéses déja citées sont vérifiées, les valeurs de
conductivité thermique obtenues avec I'appareil a barre divi-
sée sont précises pour des matériaux homogeénes, ce qui n’est
pas le cas pour des matériaux hétérogénes. Nous montrerons
d’une part qu'une erreur systématique peut apparaitre sui-
vant la procédure utilisée, en particulier dans le cas de maté-
riaux grenus et d'autre part que la mesure donnée par la
procédure de Beck découle de processus complexes.

3. SIMULATION NUMERIQUE DU
FONCTIONNEMENT D'UN APPAREIL A BARRE
DIVISEE

Une simulation numérique tridimensionnelle de la mesure
de conductivité thermique par un appareil a barre divisée a

(b)

Fig. 1. Conductivimétre 4 barre divisée. (a) Schéma de principe. (b) Champ de température avec résistance
de contact aux faces de I"échantillon.
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été présentée antérieurement [4]. Nous rappelons briévement
la description de ce modéle avant de comparer I'interpréta-
tion qui peut en étre faite par la procédure directe ou la
procédure de Beck.

La géométrie étudiée correspond & I'ensemble ‘blocs
conducteurs—échantillon’, (Fig. 1a) situé entre les points 2
et 3. Les températures 8, et 6, aux extrémités du domaine
sont imposées, et les faces latérales sont supposées adiabati-
ques. La seule difficulté expérimentale prise en compte dans
le modéle concerne I'hétérogénéité de I’échantillon, les résis-
tances thermiques de contact étant supposées nulles. Le
champ de température est calculé en régime permanent dans
tout le domaine pour un échantillon de morphologie donnée,
par une méthode aux volumes finis. On peut donc déduire la
conductivité thermique de I’échantillon, telle qu’elle aurait
¢été donnée par un dispositif expérimental de comportement
analogue au modéle numérique.

Dans les simulations, les blocs conducteurs sont en laiton
(A4g = 110 W m~" K~"). L’échantillon est représentatif d'un
bloc de granite, matériau assimilable du point de vue thermi-
que 4 un assemblage de deux phases: le quartz, de conducti-
Vit Ao = 7T W m~' K™', valeur moyenne tenant compte de
’anisotropie du quartz, et les autres minéraux de conducti-
vité A, = 1.85 Wm~! K~ [8].

L’échantillon est modélisé par un empilement de cubes de
dimensions a*, chacun des cubes correspondant a I'une des
deux phases en présence. La distribution spatiale des phases
est construite aléatoirement mais elle correspond, pour cha-
que couche, a une composition chimique en quartz donnée.
Nous nous limitons aux cas ou I’épaisseur est un multiple, #,
de la taille des ‘grains’. Dans les simulations présentées ici,
on a choisi pour la dimension des grains ¢ = 2.5 mm.

3.1. Procédure d’interprétation directe pour un échantillon
d’épaisseur donnée

L’évolution de la conductivité thermique ‘mesurée’ ou
conductivité thermique apparente obtenue par la procédure
directe est représentée en fonction de I’épaisseur de I’échantil-
lon, et ce, pour une composition chimique et une dimension
de grains fixées (Fig. 2). Les résultats montrent que cette
conductivité thermique apparente décroit en fonction de
’épaisseur, depuis une valeur maximale (4.02 W m~' K~'
pour un granite a 40% de quartz) obtenue pour une seule
couche de grains, jusqu’a une limite asymptotique estimée a
3.15 W m~' K~'. Cette variation vient de la non uniformité
des températures sur les faces de 'échantillon, liée a ’hétéro-
généité de ’échantillon.

Remarque. La distribution aléatoire des phases peut
conduire, pour plusieurs échantillons de méme teneur en

5
AWm'KY
4.5 (procédure directs)
4 40% quartz
3.5

3 | (limite asymptotique)

I R ..
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Fig. 2. Conductivité¢ thermique apparente caculée pour des
échantillons de granite a 40% de quartz et de différentes
épaisseurs.
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quartz et d’épaisseur fixée, a une dispersion des valeurs de
conductivité thermique apparente. Les résultats présentés sur
la Fig. 2 correspondent a la moyenne de la conductivité
thermique pour chaque épaisseur, calculée a partir de plu-
sieurs simulations.

3.2. Procédure d’interprétation de Beck

Les résultats présentés concernent des échantillons dont
’épaisseur est comprise entre I’épaisseur du grain (2.5 mm),
et cing fois cette valeur (12.5 mm), ce qui correspond a
Putilisation classique pour la méthode de la barre divisée
dans le cas d’échantillons grenus.

Les résultats de simulation interprétés suivant la procédure
de Beck pour trois compositions chimiques en quartz, 30, 35
et 40%, montrent tout d’abord que 'ordonnée a I'origine
différe de la longueur des blocs conducteurs, alors que les
résistances de contact sont nulles: au lieu de 55 mm, longueur
des blocs dans la simulation, on trouve une valeur proche de
35 mm pour les différentes compositions. Par ailleurs, les
conductivités thermiques déduites des diagrammes (A8/
grad 8) = f(e) sont respectivement 2.66, 2.88 et 3.09 Wm ™'
K ~'. Ces valeurs sont comparées sur la Fig. 3 aux conductivi-
tés thermiques apparentes des mémes échantillons obtenues
par la procédure directe et 4 la limite asymptotique 4 = 3.15
W m~' K™', définie pour une composition de 40% (Fig. 2)
et assimilée a la conductivité thermique homogénéisée. Pour
des échantillons grenus du type granite, le conductivimétre
utilisé suivant la procédure de Beck ne permet pas de retrou-
ver la conductivité thermique apparente d’un échantillon
d’épaisseur définie, mais approche assez bien la conductivité
homogénéisée du matériau bien que la mesure soit faite sur
de petits échantillons.

4. MESURES EXPERIMENTALES

Une mesure de conductivité thermique a été réalisée en
suivant la procédure de Beck sur un granite de composition
chimique en quartz d’environ 40% et de dimension moyenne
de grains de I'ordre de 2.5 mm [9]. Des pastilles d’épaisseurs
comprises entre 2 et 10 mm ont été testées et placées entre
deux blocs conducteurs en laiton comparables a ceux simulés
numériquement. La conductivité thermique du granite ainsi
mesurée est égale 43.13Wm 'K,

Par ailleurs, une mesure sur un échantillon du méme gra-
nite, d’épaisseur 10 mm, a été faite avec un appareil de type
conductivimétre absolu [9]: la valeur obtenue est égale a 3.42
W m~! K~'. Nous allons analyser I’ensemble de ces résultats
expérimentaux compte-tenu de I’hétérogénéité du matériau,

5
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4 5| (procédure directe)
30% quartz
4 35% quartz it ot
40% quartz iton g
35 -
\*\X-\x /] procédure de Beck
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s — (30%)
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Fig. 3. Comparaison des valeurs de conductivités thermiques
calculées suivant la procédure directe et suivant la procédure
de Beck pour différentes compositions chimiques.
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Fig. 4. Synthése des résultats expérimentaux et numériques
pour un granite a 40% de quartz.

et en utilisant certaines des conclusions fournies par la simu-
lation numérique.

Dans le cas de I'appareil a barre divisée utilisé pour la
mesure, 'ordonnée a I'origine de la droite expérimentale du
diagramme (Af/grad 8) = f(e) devrait représenter la distance
réelle entre les points 2 et 3 sur 'appareil, a laquelle s’ajoute
la longueur équivalente aux résistances de contact. La modé-
lisation numérique a montré que le caractére hétérogéne du
granite conduit a une sous-estimation de 20 mm de 'ordon-
née a l'origine. Si nous admettons que cette sous-estimation
est applicable aux résultats expérimentaux, l'ordonnée a
I'origine doit étre prise égale a 47 mm alors qu’'elle est de 27
mm sur la droite expérimentale. Connaissant alors la lon-
gueur équivalente de I'ensemble ‘blocs conducteurs---résistan-
ces thermiques de contact’, il est possible de déduire la
conductivité thermique apparente de chacun de ces échantil-
lons pour les différentes épaisseurs.

Les résultats expérimentaux et les résultats de la simulation
numérique obtenus pour le granite a 40% de quartz sont
reportés sur la Fig. 4. On constate d’une part une analogie
entre ces deux courbes avec des valeurs expérimentales plus
élevées, d’environ 0.2 W m~' K~!, d’autre part une disper-
sion des points expérimentaux qui est probablement liée au
fait que la composition chimique en quartz peut varier d’une
plaquette & une autre. Enfin, la mesure directe faite sur un
échantilion de 10 mm d’épaisseur avec le conductivimétre
absolu (3.42 W m~" K~') est trés proche de la mesure réin-
terprétée pour la pastille de 10 mm tirée de la droite de Beck
(348 Wm~' K.

En conclusion, on constate que la variation des conductivi-
tés des échantillons en fonction de I'épaisseur, mise en éviden-
ce par calculs, est tout a fait compatible avec les mesures
effectuées. Ceci démontre la validité du modele proposé et
de son traitement numérique. Cependant, il est intéressant
de comprendre pourquoi une variation non linéaire de la
conductivité thermique apparente des échantillons conduit a
une droite sur le diagramme (Af/grad 6) = f(e).

5. LINEARITE DE LA FONCTION (Af/grad ) = fle)

Dans le cas d’'un matériau grenu, on constate une quasi-
linéarité de la fonction (Af/gradf) = f(¢) bien que la
conductivité apparente de chaque pastille ne soit pas constan-
te. Les raisons de cette linéarité sont liées a I'allure de la
courbe donnant la conductivité apparente en fonction de
I'épaisseur (Fig. 3). Pour une pastille d’épaisseur e et lorsque
les résistances de contact sont nulles, la longueur (Af/grad )
s’écrit [équation (2)]

(AB/grad 8) = e[Ag/i{e)] + eg. (3)
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avec A{e) conductivité thermique apparente de la pastille
d’épaisseur e. La longueur équivalente (Af/grad 0) doit étre
une fonction linéaire de I'épaisseur e et peut donc s’écrire
sous la forme

(AOjgrad 0) = ¢[/ig/A(e)] +eg = Ae+ B, (4}

avec 4 et B constantes. Cela implique que 4(e) est une fonc-
tion de la forme

. Cly
ey = 5
#{e) et B—oc, (35)

Pour les échantillons a 40% de quartz, on constate effecti-
vement que la simulation numérique donne pour la fonction
/(e) une distribution de points qui correspond a pen pres a
I’équation (5) si I'on se limite aux dimensions de pastilles
utilisées dans la procédure de Beck (2.5 mm a 12.5 mm). La
conductivité thermique déduite de la valeur de la pente A est
égale 4 3.09 W m~' K=", C’est une valeur légérement infé-
rieure  la limite asymptotique, 3.15 W m~' K~', mais assez
différente des conductivités thermiques apparentes des
échantillons, 3.23 W m™' K ! pour la pastille d’épaisseur
12.5 mm jusqu'd 4.02 W m~' K ' pour celle de 2.5 mm.

6. CONCLUSIONS

Ce travail montre 'effet de I’hétérogénéité d'un échantilion
sur la mesure de sa conductivité thermique par la méthode
de la barre divisée.

En utilisant la procédure directe pour un échantilion hété-
rogéne grenu, on constate que la mesure donne une conducti-
vité thermique apparente qui dépend de I'épaisseur de
’échantillon. Pour obtenir la conductivité thermique homo-
généisée du matériau, il est nécessaire de faire la mesure sur
un échantillon d’épaisseur supérieure 4 6 fois la dimension
du grain élémentaire (pour des blocs conducteurs en laiton
et du granite a 40% de quartz): une épaisseur d'échantillon
inférieure conduit a une sur-estimation de la conductivité
thermique, I'erreur pouvant atteindre prés de 30% lorsque
I'épaisseur de I'échantillon est égale a 1a dimension des grains.

Dans la procédure de Beck, la linéarité des points représen-
tatifs de A#/grad 0 = f{e) est souvent interprétée comme la
preuve d’une épaisseur des pastilles suffisante pour permettre
I’homogénéisation de la conductivité thermique. 11 a été clai-
rement montré qu’il n'en est rien et que cette linéarité est liée
a la forme de la fonction A(e). Les conductivités thermiques
apparentes des plaquettes sont différentes de la conductivité
thermique homogénéisée du matériau. Malgré tout, la valeur
fournie par la procédure de Beck n'est que légérement sous-
estimée par rapport a la conductivité thermique homogénéi-
sée du matériau et I'écart ne dépasse pas 2%.

Ainsi, |'utilisation d’un conductivimétre suivant la proce-
dure de Beck permet d’approcher la conductivité thermique
homogénéisée du matériau, au moins dans le cas de maté-
riaux moyennement conducteurs et dont les composants pré-
sentent un faible contraste de conductivités (rapport de
I'ordre de 4). L’extension de ce résultat & d’autres types
de matériaux, par exemple des matériaux composites a fort
contraste de conductivités entre les phases en présence, est
évidemment trés hasardeuse, et une étude sur ce sujet serait
sans doute souhaitable.
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1. INTRODUCTION

The criterion of ignition of combustible boundary-layer flow
over a heated surface is a fundamental problem of com-
bustion theory, tackled by experiment, series expansion,
numerical simulation or asymptotic analysis in the limit of
large activation energy. Because the behavior of most fires
on earth is governed by buoyancy-induced convection,
ignition in boundary-layer flow under natural convection is
related not only to ignition phenomena influenced by natural
convection on the academic side, but also to the onset of
accidental fire on the practical side.

Laminar combustible boundary-layer flow along a vertical
plate at a high-temperature wall serves as a prototypical
problem to assess the effect of natural convection on ignition.
Ignition phenomena of this buoyant boundary-layer flow
were investigated numerically and experimentally [1,2].
Ono et al. [1] proposed a numerical correlation
In[\/xP""'] = E/RT, +constant to evaluate ignition dis-
tances for selected system parameters. The results predicted
from this numerical correlation agreed satisfactorily with
their experimental data. However, the constant in the
numerical correlation was undetermined. Obviously this con-
stant is a function of other system parameters, e.g. reactant
concentrations, Pr number, etc. No complete ignition cri-
terion for such a typical problem, to the authors’ knowledge,
is published, even though the method of large activation
energy asymptotics is well established to obtain a theoretical
ignition criterion. An asymptotic analysis is superior to
numerical methods because asymptotic solutions correlate
all system parameters into a single equation, and thereby
facilitate physical interpretations.

The ignition phenomena of combustible boundary-layer
flow under purely natural convection at various angles of
inclination § are of our interest (Fig. 1). The objective of the
present work is to obtain an explicit criterion of ignition,
which is a function of @, the Pr number, the temperature at
the wall and other properties of the combustible gas, by
means of an asymptotic analysis in the limit of large acti-
vation energy.

2. FORMULATION

The approximations of a steady, two-dimensional and
laminar boundary-layer flow are applicable. The other
assumptions are as follows: the specific heats at constant
pressure of the various species are equal to a constant; radi-
ative heat transfer, Soret and Dufour effects are neglected;
the flow is the ideal gas mixture with constant values of pu,
p4 and p*D,. For thermal ignition, we assume a global one-
step irreversible chemical reaction (F+v,0 — products)
with @ = BT*(pYe/Wg)"(p Yo/ Wo)"oexp(— £/RT) [1-3].

With the above assumptions, the conservation equations
are

d(pu)  dpv)
ox oy 0 M
ou ou o[ ou
P(ug; +v@>=g(pm—p)cos 0+ 5;(#@) 2)
or  oT 2. 0T
pcp<ué; +U@>:6vy(ia—y>+qWFw 3)



